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Abstract

Pre-Cantor Grating Boundary paired integral equations are obtained for 2D problems of the electromagnetic wave
diffraction on the pre-Cantor grating, located above the shield. The boundary equations are reduced to the singular
integral equation (SIE) of the first kind on a set of lengths that is solved numerically, using the discrete peculiarity
method. The far zone field analysis is made across a broad range of problem parametric variations.

1. Постановка задач

Плоская монохроматическая электромагнитная
волна (зависимость от времени дается множите-
лем e−iωt) под произвольным углом α падает на
решетку из непересекающихся, идеально проводя-
щих, бесконечно тонких лент, лежащих в одной
плоскости и расположенных на высоте h над плос-
ким экраном. Решетка является декартовым произ-
ведением предканторового множества [1,2] на от-
резке (0, l) на ось Ox. Сечение электродинамиче-
ской системы плоскостью yOz изображено на рис.
1.

Обозначим Λ =

{
(x, y) ∈ R2 : x = 0, y ∈ L

}
, где

L = Ln(0, l) =
m⋃
i=1

(ai, bi): m = 2n; ai =
l(pi − 1)
2 · 3n ;

bi = ai +
l

3n
, i = 1,m; p1 = 1;

Рис. 1.

ps+2k−1 = 2 · 3k − r2k−1+1−s; k = 1, n; s = 1, 2k−1.

Кроме того, обозначим Li = (ai, bi), i = 1,m;
CL = R \ L.

Требуется найти рассеянное поле в свободном
пространстве.

Ввиду однородности системы вдоль оси Ox (∂x ≡
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0) исходная векторная задача распадается на две
скалярные. Полное электромагнитное поле есть су-
перпозиция двух полей: (Ex, 0, 0), (0, Hy, Hz) — так
называемая E-поляризация; и (0, Ey, Ez), (Hx, 0, 0)
— H-поляризация. Пространственная составляю-
щая искомого поля Ex = u(y, z) или Hx = u(y, z),
соответственно, удовлетворяет в свободном про-
странстве двумерному уравнению Гельмгольца

∂2
yu+ ∂2

zu+ k2u = 0; k =
ω

c
, (1.1..1)

граничным условиям на лентах и экране, условию
излучения Зоммерфельда и условию Майкснера на
ребрах лент. В случае E-поляризации мы имеем де-
ло с условием Дирихле на идеально проводящих
лентах, в случае H-поляризации — с условием Ней-
мана [3].

Были рассмотрены следующие граничные усло-
вия:

1. граничные условия Неймана на решетке и на
экране;

2. граничные условия Неймана на решетке и им-
педансные на экране;

3. граничные условия Дирихле на решетке и на
экране;

4. граничные условия Дирихле на решетке и им-
педансные на экране.

Далее, используя технику, разработанную в [4],
выведем парные интегральные уравнения (ИУ)
всех рассматриваемых задач.

Решение уравнения (1.1.1) с граничными услови-
ями ищем в виде

u(y, z) =
{

u0(y, z) + u+(y, z), z > 0, y ∈ R,
u0(y, z) + u−(y, z),−h < z < 0, y ∈ R, (1.1..2)

где u0(y, z) — известное решение уравнения Гельм-
гольца, представляющее сумму падающей и отра-
женной волн в "пустом"полупространстве (z > −h)
над экраном (при отсутствии лент над ним), а
функции u+(y, z) и u−(y, z) подлежат определению,
и для них в каждом случае формулируется краевая
задача с условиями излучения и условиями на реб-
ре.

Для того чтобы в {y ∈ R, z > −h} \ Λ было вы-
полнено уравнение Гельмгольца (1.1.1) для функ-
ции u(y, z), искомые функции u+(y, z), z > 0 и
u−(y, z), −h < z < 0 должны удовлетворять урав-
нению (1.1.1) и должны быть выполнены условия
сопряжения при z = 0 и y ∈ CL:

u+(y, 0) = u−(y, 0), y ∈ CL, (1.1..3)

∂zu
+(y, 0) = ∂zu

−(y, 0), y ∈ CL.(1.1..4)

Так как волновой вектор падающего поля ~k =
(k sinα,−k cosα), где α – угол между положитель-

ным направлением оси Oz и вектором (−~k), то
u0(y, z) представляется в виде:

u0(y, z) = eik(y sinα−(z+h) cosα)+

Aeik(y sinα+(z+h) cosα). (1.1..5)

Поле в области {z > 0, y ∈ R} во всех случаях
ищем в виде Фурье-представления

u+(y, z) =

+∞∫

−∞

c+(λ)eiλy−γzdλ, z > 0, y ∈ R, (1.1..6)

где γ =
√
λ2 − k2, и условия излучения будут вы-

полнены, если Reγ ≥ 0, Imγ ≤ 0.

2. Сведение задач к

сингулярным интегральным

уравнениям

2.1. Условия Неймана на решетке и

экране

Рассмотрим уравнение (1.1.1) со следующими
граничными условиями на идеально проводящих
лентах и экране

∂z(y, 0) = 0, y ∈ L, (2.1..1)

∂z(y,−h) = 0, y ∈ R, (2.1..2)

с условием излучения Зоммерфельда и условием
Майкснера для функций u+(y, z) и u−(y, z).

Решение задачи будем искать в виде (1.1.2).
Коэффициент отражения A в представлении

(1.1.5) определяется из условия Неймана на экране.
В рассматриваемом случае сумма падающей и от-
раженной от экрана волн в "пустом"пространстве
над экраном представляется в виде

u0(y, z) =

(
e−ik(z+h) cosα+

eik(z+h) cosα

)
eiky sinα. (2.1..3)

Согласно (1.1.2) и (2.1.1) граничные условия на
лентах можно записать в виде:

∂zu
+(y, 0) = −∂zu0(y, 0), y ∈ L, (2.1..4)

∂zu
−(y, 0) = −∂zu0(y, 0), y ∈ L. (2.1..5)
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Искомое поле в области {−h < z < 0, y ∈ R}, удо-
влетворяющее уравнению Гельмгольца (1.1.1) и
условию Неймана на экране, представляем в виде

u−(y, z) =

+∞∫

−∞

c−(λ)chγ(z + h)eiλydλ,

− h < z < 0, y ∈ R. (2.1..6)

Переходя к выводу граничных интегральных
уравнений, сложим и вычтем почленно уравнения
(2.1.4) и (2.1.5). Имеем

∂zu
+(y, 0) + ∂zu

−(y, 0) =

− 2∂zu0(y, 0), y ∈ L; (2.1..7)

∂zu
+(y, 0)− ∂zu

−(y, 0) = 0, y ∈ L. (2.1..8)

Из условий (1.1.4) и (2.1.8), с учетом представле-
ний (1.1.6) и (2.1.6), находим:

+∞∫

−∞

γ
[
c+(λ) + c−(λ)shγh

]
eiλydλ = 0, λ ∈ R,

откуда следует

c+(λ) + c−(λ)shγh = 0, λ ∈ R. (2.1..9)

Теперь из условий (1.1.3) и (2.1.7), с учетом
(1.1.6) и (2.1.6), получаем парное ИУ

+∞∫

−∞

(
c+(λ)− c−(λ)chγh

)
eiλydλ = 0,

y ∈ CL, (2.1..10)

+∞∫

−∞

γ
(
c+(λ)− c−(λ)shγh

)
eiλydλ =

2∂zu0(y, 0), y ∈ L. (2.1..11)

Действуя так же, как в [4], введем в рассмотрение
новую неизвестную функцию F (y)

F (y) = ∂yu
+(y, 0)− ∂yu

−(y, 0) =

+∞∫

−∞

iλ
[
c+(λ)− c−(λ)chγh

]
eiλydλ,

y ∈ R. (2.1..12)

Из определения (2.1.12) функции F (y), с учетом
(2.1.10) и (1.1.3), следует

F (y) = 0, y ∈ CL, (2.1..13)∫

Lp

Fp(y)dy = 0, p = 1,m, (2.1..14)

где Fp(y) = F (y), y ∈ Lp.
Из определения (2.1.12) и (2.1.13) следует:

c+(λ)− c−(λ)chγh =

1

2π

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

iλ
dξ, λ ∈ R. (2.1..15)

Действительно, в силу (2.1.14)

1

2π

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

iλ
dξ =

1

2π

∫

L

F (ξ)
e−iλξ

iλ
dξ, λ ∈ R. (2.1..16)

Разрешая систему уравнений (2.1.9) и (2.1.15) от-
носительно неизвестных амплитуд Фурье, получа-
ем

c−(λ) = −e
−γh

2π
×

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

iλ
dξ, λ ∈ R. (2.1..17)

c+(λ) =
e−γhshγh

2π
×

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

iλ
dξ, λ ∈ R. (2.1..18)

Используя параметрическое представление пре-
образования Гильберта [6]

F (ξ) =

+∞∫

−∞

iλc(λ)eiλξdλ,

1

π

+∞∫

−∞

F (ξ)

y − ξ
dξ =

+∞∫

−∞

|λ|c(λ)eiλξdλ,

(2.1..19)

определение (2.1.12) и свойство (2.1.13) функции
F (y), получаем

+∞∫

−∞

|λ|
(
c+(λ)− c−(λ)chγh

)
eiλydλ =

− 1

π

∫

L

F (ξ)

ξ − y
dξ, y ∈ L. (2.1..20)
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Перепишем уравнение (2.1.11) следующим обра-
зом:

+∞∫

−∞

|λ|
(
c+(λ)− c−(λ)chγh

)
eiλydλ+

+∞∫

−∞

c+(λ)(γ − |λ|)eiλydλ+
+∞∫

−∞

c−(λ) (|λ|chγh−

γshγh) eiλydλ = 2∂zu0(y, 0), y ∈ L. (2.1..21)

Подставив выражения (2.1.17) и (2.1.18) в урав-
нение (2.1.21), с учетом (2.1.20) и (2.1.14), изменим
порядок интегрирования и находим:





− 1
π

∫

L

F (ξ)

ξ − y
dξ +

1

π

∫

L

F (ξ)Q(y, ξ)dξ =

2∂zu0(y, 0), y ∈ L,∫

Lq

Fq(ξ)dξ = 0, q = 1,m,

(2.1..22)

где ядро ИУ имеет вид

Q(y, ξ) =

+∞∫

0

sinλ(y − ξ)

λ

(γ − λ)eγh − γe−γh

eγh
dλ.

2.2. Условие Неймана на решетке и

импедансное на экране

Рассмотрим уравнение (1.1.1) со следующими
граничными условиями на идеально проводящих
лентах и экране:

∂zu(y, 0) = 0, y ∈ L, (2.2..1)

∂zu(y,−h)−Bu(y,−h) = 0, y ∈ R, (2.2..2)

с условием излучения Зоммерфельда и условием
Майкснера для функций u+(y, z) и u−(y, z).

В (2.2.2) и далее B – поверхностный импеданс,
описывающий свойства экрана, является скаляром
и зависит лишь от частоты ω.

Действуя как в пункте 2.1, получим СИУ рас-
сматриваемой задачи.

Коэффициент отражения A в представлении
(1.1.5) определяется из импедансного условия на
экране. В рассматриваемом случае получаем

u0(y, z) =

(
e−ik(z+h) cosα+

ik cosα+B

ik cosα−B
eik(z+h) cosα

)
eiky sinα (2.2..3)

Поле в области {−h < z < 0, y ∈ R}, удовлетво-
ряющее уравнению (1.1.1) и импедансному условию
на экране, представляем в виде

u−(y, z) =
∞∫

−∞

c−(λ)
γ ch γ(z + h) +B sh γ(z + h)

γ +B
eiλydλ,

− h < z < 0, y ∈ R (2.2..4)

Теперь из условий (1.1.3) и (2.2.1), с учетом
(1.1.2), (1.1.6) и (2.2.4), получаем парное ИУ

∞∫

−∞

(
c+(λ)− c−(λ)

γ ch γh+B sh γh

γ +B

)
×

eiλydλ = 0, y ∈ CL, (2.2..5)

∞∫

−∞

γ

(
c+(λ)− c−(λ)

γ sh γh+B ch γh

γ +B

)
×

eiλydλ = 2∂zu0(y, 0), y ∈ L. (2.2..6)

Действуя так же, как в [4], введем в рассмотрение
функцию F (y)

F (y) = ∂yu
+(y, 0)− ∂yu

−(y, 0) =
∞∫

−∞

iλ

(
c+(λ)− c−(λ)

γ ch γh+B sh γh

γ +B

)
×

eiλydλ, y ∈ R. (2.2..7)

Из определения (2.2.7) функции F (y), с учетом
(2.2.5) и (1.1.3), следует

F (y) = 0, y ∈ CL, (2.2..8)∫

Lp

Fp(y)dy = 0, p = 1,m. (2.2..9)

Из условий (1.1.3) и (2.2.1) получаем связь меж-
ду c+(λ) и c−(λ), а затем из определения (2.2.7)
функции F (y) и ее свойств (2.2.8) и (2.2.9) находим

c−(λ) = −e
−γh

2π

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

iλ
dξ, λ ∈ R,

(2.2..10)

c+(λ) =
γ sh γh+B ch γh

eγh(B + γ)

1

2π
×

∫

L

F (ξ)
e−iλξ − 1

iλ
dξ, λ ∈ R. (2.2..11)
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Действуя как в пункте 2.1, используя представ-
ление (2.1.19), окончательно находим:





− 1
π

∫

L

F (ξ)

ξ − y
dξ+

1

π

∫

L

F (ξ)Q(y, ξ)dξ =

2∂zu0(y, 0), y ∈ L,∫

Lq

Fq(ξ)dξ = 0, q = 1,m,

(2.2..12)

где ядро ИУ имеет вид

Q(y, ξ) =

+∞∫

0

sinλ(y − ξ)

λ
×

(B + γ)(γ − λ)eγh + γ(B − γ)e−γh

eγh(B + γ)
dλ.

2.3. Условия Дирихле на решетке и

экране

Рассмотрим уравнение (1.1.1) со следующими
граничными условиями на идеально проводящих
лентах и экране:

u(y, 0) = 0, y ∈ L, (2.3..1)

u(y,−h) = 0, y ∈ R, (2.3..2)

с условием излучения Зоммерфельда и условием
Майкснера для функций u+(y, z) и u−(y, z).

Коэффициент отражения A в представлении
(1.1.5) определяется из условия Дирихле на экране.
В рассматриваемом случае

u0(y, z) =
(
e−ik(z+h) cosα−

eik(z+h) cosα
)
eiky sinα. (2.3..3)

Искомое поле в области {−h < z < 0, y ∈ R},
удовлетворяющее уравнению Гельмгольца (1.1.1) и
условию Дирихле на экране, представляем в виде

u−(y, z) =

+∞∫

−∞

c−(λ) shλ(z + h)eiλydλ,

− h < z < 0, y ∈ R. (2.3..4)

Теперь из условий (1.1.3) и (2.3.1), с учетом
(1.1.2), (1.1.6) и (2.3.4), получаем парное ИУ:

+∞∫

−∞

γ(c+(λ) + c−(λ) ch γh)eiλydλ = 0,

y ∈ CL, (2.3..5)

+∞∫

−∞

(c+(λ) + c−(λ) sh γh)eiλydλ =

− 2u0(y, 0), y ∈ L. (2.3..6)

Действуя так же, как в [4], введем в рассмотрение
функцию F (y)

F (y) = −(∂zu+(y, 0)− ∂zu
−(y, 0)) =

+∞∫

−∞

γ(c+(λ) + c−(λ) ch γh)eiλydλ, y ∈ R. (2.3..7)

Из определения (2.3.7), с учетом (2.3.5), следует

F (y) = 0, y ∈ CL. (2.3..8)

Из условий (1.1.3) и (2.3.1), используя (2.3.7),
(2.3.8) находим

c−(λ) =
e−γh

2πγ

∫

L

F (ξ)e−iλξdξ, λ ∈ R, (2.3..9)

c+(λ) =
(
1− e−2γh

) 1

4πγ
×

∫

L

F (ξ)e−iλξdξ, λ ∈ R. (2.3..10)

Используя (2.3.6), (2.3.9) и (2.3.10), получили:

1

π

∫

L

F (ξ)Q(y, ξ)dξ = −2u0(y, 0), y ∈ L, (2.3..11)

где ядро ИУ имеет вид

Q(y, ξ) =

+∞∫

0

cosλ(y − ξ)

γ

(
1− e−2γh

)
dλ. (2.3..12)

Перепишем интеграл Q(z) следующим образом:

Q(z) = −
+∞∫

0

e−2γh cosλz

γ
dλ+

k∫

0

cosλz

γ
dλ+

+∞∫

k

cosλz

γ
dλ. (2.3..13)

Применив в (2.3.13) замену переменных λ = kζ,
с учетом условий излучения Зоммерфельда и соот-
ветствующего выбора ветви радикала γ, получаем
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Q(z) = −
+∞∫

0

e−2γh cosλz

γ
dλ+ i

1∫

0

cos kzζ√
1− ζ2

dζ+

+∞∫

1

cos kzζ√
ζ2 − 1

dζ. (2.3..14)

С использованием представления Пуассона [5]
для функции Бесселя нулевого порядка и любо-
го вещественного аргумента второе слагаемое в
(2.3.14) может быть записано в виде

i

1∫

0

cos kzζ√
1− ζ2

dζ = i
π

2
J0(kz). (2.3..15)

Последнее слагаемое в (2.3.14) с точностью до
множителя определяет функцию Неймана нулево-
го порядка положительного аргумента в представ-
лении Мелера-Сонина [5]

+∞∫

1

cos kzζ√
ζ2 − 1

dζ = −π
2
N0(kz). (2.3..16)

Учитывая (2.3.15) и (2.3.16), можем переписать
выражение (2.3.14) следующим образом:

Q(z) =

+∞∫

0

cosλz

γ
(−e−2γh)dλ+ i

π

2
H

(1)
0 (k|z|).

Выделим в Q(z) логарифм, имеем Q(z) =
− ln |z|+G(z), где

G(z) =

+∞∫

0

cosλz

γ
(−e−2γh)dλ+

i
π

2
H

(1)
0 (k|z|) + ln |z|. (2.3..17)

Итак, получили СИУ

− 1

π

∫

L

F (ξ) ln |y − ξ|dξ + 1

π

∫

L

F (ξ)G(y, ξ)dξ =

− 2u0(y, 0), y ∈ L. (2.3..18)

2.4. Условие Дирихле на решетке и

импедансное на экране

Рассмотрим уравнение (1.1.1) со следующими
граничными условиями на идеально проводящих
лентах и экране

u(y, 0) = 0, y ∈ L, (2.4..1)

∂zu(y,−h)−Bu(y,−h) = 0, y ∈ R, (2.4..2)

с условием излучения Зоммерфельда и условием
Майкснера для функций u+(y, z) и u−(y, z).

Действуя как в пунктах 2.1 и 2.3, получим СИУ
рассматриваемой задачи.

В рассматриваемом случае, сумма падаю-
щей и отраженной от экрана волн в "пу-
стом"полупространстве над экраном пред-
ставляется в виде (2.2.3), а поле в области
{−h < z < 0, y ∈ R}, удовлетворяющее уравнению
Гельмгольца (1.1.1) и импедансному условию на
экране, представляем в виде (2.2.4).

Теперь из условий (1.1.3) и (2.4.1), с учетом
(1.1.2), (1.1.6) и (2.2.4), получаем парное ИУ

+∞∫

−∞

γ

(
c+(λ) + c−(λ)

γ sh γh+B ch γh

γ +B

)
×

eiλydλ = 0, y ∈ CL, (2.4..3)

+∞∫

−∞

(
c+(λ) + c−(λ)

γ ch γh+B sh γh

γ +B

)
×

eiλydλ = −2u0(y, 0), y ∈ L. (2.4..4)

Действуя так же, как в [4], введем в рассмотрение
новую неизвестную функцию F (y)

F (y) = −(∂zu+(y, 0)− ∂zu
−(y, 0)) =

+∞∫

−∞

γ

(
c+(λ) + c−(λ)

γ sh γh+B ch γh

γ +B

)
×

eiλydλ, y ∈ R. (2.4..5)

Из определения (2.4.7), с учетом (2.4.5), следует

F (y) = 0, y ∈ CL. (2.4..6)

Из (1.1.3) и (2.4.1), используя (2.4.5) и (2.4.6), на-
ходим

c−(λ) =
e−γh

2πγ

∫

L

F (ξ)e−iλξdξ, λ ∈ R, (2.4..7)

c+(λ) =
γ ch γh+B sh γh

(γ +B)eγh
1

2πγ
×

∫

L

F (ξ)e−iλξdξ, λ ∈ R. (2.4..8)

Используя (2.4.4), (2.4.7) и (2.4.8), получили:
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1

π

∫

L

F (ξ)Q(y, ξ)dξ = −2u0(y, 0), y ∈ L, (2.4..9)

где

Q(y, ξ) = 2

+∞∫

0

γ ch γh+B sh γh

(γ +B)eγh
cosλ(y − ξ)

γ
dλ.

Действуя как в пункте 2.3, окончательно полу-
чили СИУ с логарифмическим ядром

− 1

π

∫

L

F (ξ) ln |y − ξ|dξ+

1

π

∫

L

F (ξ)G(y, ξ)dξ = −2u0(y, 0), y ∈ L, (2.4..10)

где

G(y, ξ) =

+∞∫

0

cosλ(y − ξ)

γ

γ −B

γ +B
e−2γhdλ+

i
π

2
H

(1)
0 (k|y − ξ|) + ln |y − ξ|.

3. Дискретные

математические модели

3.1. Дискретная математическая

модель в случае -поляризации

Задачи дифракции H-поляризованной электро-
магнитной волны на экранированной решетке при-
водят нас к СИУ первого рода с ядром Коши на си-
стеме непересекающихся отрезков (смотри (2.1.22)
и (2.2.12))

− 1

π

∫

L

F (ξ)

ξ − y
dξ +

1

π

∫

L

F (ξ)Q(y, ξ)dξ = f(y),

y ∈ L, (3.1..1)

с дополнительными условиями

∫

Lq

Fq(ξ)dξ = 0, q = 1,m. (3.1..2)

Перепишем уравнение (3.1.1) следующим экви-
валентным образом

− 1

π

∫

L

Fq(ξ)

ξ − y
dξ +

1

π

m∑

p=1

∫

Lq

Fp(ξ)Qqp(y, ξ)dξ =

fq(y), y ∈ Lq, q = 1,m, (3.1..3)

где fq(y) = f(y), y ∈ Lq, q = 1,m, а интегральные
ядра Qqp(y, ξ) имеют вид

Qqp(y, ξ) = Q(y, ξ)− ηqp
1

ξ − y
, y ∈ Lq,

ξ ∈ Lp, ηqp =
{
1, p 6= q,
0, p = q.

В соответствии с условием Майкснера, ограничи-
вающим рост поля при приближении к краю лен-
ты, единственное решение системы (3.1.3), отвеча-
ющее физическим требованиям задачи, с дополни-
тельными условиями (3.1.2) будем искать в классе
функций, представимых в виде

Fq(y) =
Vq(y)√

(bq − y)(y − aq)
,

aq < y < bq, q = 1,m, (3.1..4)

где Vq(y) — функции непрерывные по Гельдеру при
y ∈ (aq, bq).

Используя отображение

gq(t) : [−1, 1]→ [aq, bq] :

t 7→ ξ = gq(t) =
bq − aq
2

t+
bq + aq
2

,

t ∈ (−1, 1), q = 1,m (3.1..5)

и представление (3.1.4), систему СИУ (3.1.3) от-
носительно неизвестных функций Fq(ξ), q ∈ 1,m
с дополнительным условием (3.1.2), заданную на
объединении непересекающихся интервалов L, сво-
дим к системе СИУ относительно функций νq(t) =
Vq (gq(t)) на интервале (−1, 1). Имеем

− 1

π

1

bq − aq

1∫

−1

νq(t)

t− t0

dt√
1− t2

+

1

π

m∑

p=1

1∫

−1

νp(t)Kqp(t0, t)
dt√
1− t2

=

fq (gq(t0)) , t0 ∈ (−1, 1), q = 1,m, (3.1..6)
1∫

−1

νq(t)
dt√
1− t2

= 0, q = 1,m, (3.1..7)

где непрерывные составляющие ядер ИУ
Kqp(t0, t) = Qqp (gq(t0), gp(t)).

Дискретизацию системы будем проводить в рам-
ках общей схемы метода дискретных особенностей
[7,8,9]. Гладкие и сингулярные части уравнений
(3.1.6), (3.1.7) аппроксимируются интерполяцион-
ными квадратурными формулами Гаусса по двум
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системам узлов. Узлы представляют собой нули по-
линомов Чебышева I и II рода.

Искомые функции νq(t) интерполируются поли-

номами Лагранжа ν
(nq)
q (t), q = 1,m степени (nq−1)

по nq узлам, совпадающим с нулями полиномов Че-
бышева I рода.

Таким образом, получили приближенную систе-
му СИУ

− 1

π

2

bq − aq

1∫

−1

ν
(nq)
q (t)

t− t0

dt√
1− t2

+

1

π

m∑

p=1

1∫

−1

ν(np)
p (t)Kqp(t0, t),

dt√
1− t2

= fq (gq(t0)) ,

t0 ∈ (−1, 1), q = 1,m, (3.1..8)

с дополнительными условиями

1∫

−1

ν(nq)
q (t)

dt√
1− t2

= 0, q = 1,m. (3.1..9)

Имеют место следующие квадратурные форму-
лы:

1

π

1∫

−1

ν(nq)
q (t)

dt√
1− t2

=

1

nq

nq∑

k=1

νqk, q = 1,m, (3.1..10)

1

π

1∫

−1

ν
(nq)
q (t)

t− t
(nq−1)
0j

dt√
1− t2

=
1

nq

nq∑

k=1

νqk

t
(nq)
k − t

(nq−1)
0j

,

j = 1, nq − 1, q = 1,m, (3.1..11)

где введено обозначение νqk = ν
(nq)
q (t

(nq)
k ).

В формулах (3.1.10), (3.1.11)

• ν
(nq)
q (t)-полином Лагранжа степени (nq−1), ин-

терполирующий искомую функцию νq(t);

• t
(nq)
k = cos

2k − 1
2nq

π, k = 1, nq, q = 1,m — нули

полинома Чебышева I рода степени nq;

• t
(nq−1)
0j = cos

j

nq
π, j = 1, nq − 1, q = 1,m — нули

полинома Чебышева II рода степени (nq − 1).

Такой способ дискретизации системы (3.1.8),
(3.1.9) позволяет свести её к решению эквива-
лентной системы линейных алгебраических урав-
нений (СЛАУ) относительно значений интерполя-
ционных функций νqk, k = 1, nq, q = 1,m в задан-
ных узлах сетки.

Используя (3.1.10), (3.1.11) и переходя к дискрет-
ному аналогу системы СИУ (3.1.6), (3.1.7), получа-
ем СЛАУ:

− 1

nq

2

bq − aq

nq∑

k=1

νqk

t
(nq)
k − t

(nq−1)
0j

+

m∑

p=1

1

np

np∑

k=1

Kqp

(
t
(nq−1)
0j , t

(np)
k

)
νpk =

fq

(
gq

(
t
(nq−1)
0j

))
, j = 1, nq − 1, q = 1,m, (3.1..12)

1

nq

nq∑

k=1

νqk = 0, q = 1,m. (3.1..13)

СЛАУ (3.1.12), (3.1.13) содержит
m∑
q=1

nq уравне-

ний и
m∑
q=1

nq неизвестных функций.

Приближенные значения амплитуд Фурье c̃+(λ)
и c̃−(λ) вычисляются при помощи квадратурной
формулы Гаусса (3.1.10).

Согласно (2.1.17) и (2.1.18) получаем для слу-
чая с краевыми условиями Неймана на решетке и
экране

c̃−(λ) = −e
−γh

2

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkp×

e
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

− 1
iλ

, (3.1..14)

c̃+(λ) =
e−γh sh γh

2

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkp×

e
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

− 1
iλ

, (3.1..15)

Согласно (2.2.10) и (2.2.11) получаем для случая
с краевым условием Неймана на решетке и импе-
дансным на экране

c̃−(λ) = −e
−γh

2

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkp×

e
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

− 1
iλ

, (3.1..16)

c̃+(λ) =
γ sh γh+B ch γh

2(γ +B)eγh

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkp×

e
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

− 1
iλ

, (3.1..17)
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3.2. Дискретная математическая

модель в случае -поляризации

Задачи дифракции E-поляризованной электро-
магнитной волны на экранированной решетке при-
водят нас к СИУ с логарифмическим ядром на си-
стеме непересекающихся отрезков (смотри (2.3.18)
и (2.4.12))

− 1

π

∫

L

F (ξ) ln |y − ξ| dξ+

1

π

m∑

p=1

∫

L

F (ξ)G(y, ξ)dξ = f(y), y ∈ L, (3.2..1)

Перепишем уравнение (3.2.1) следующим экви-
валентным образом

− 1

π

∫

L

Fq(ξ) ln |y − ξ| dξ+

1

π

m∑

p=1

∫

Lp

Fp(ξ)Gqp(y, ξ)dξ = fq(y),

y ∈ Lq, q = 1,m, (3.2..2)

где интегральные ядра Gqp(y, ξ) имеют вид

Gqp(y, ξ) = G(y, ξ)− ηqp ln |y − ξ| ,

y ∈ Lq, ξ ∈ Lp, ηqp =
{
1, p 6= q,
0, p = q.

Решение системы (3.2.2) ищем в виде (3.1.4). Ис-
пользуя (3.1.5), получаем:

− 1

π

1∫

−1

ln |t− t0| νq(t)
dt√
1− t2

+

1

π

m∑

p=1

1∫

−1

νq(t)Kqp(t0, t)
dt√
1− t2

= fq (gq(t0)) ,

t0 ∈ (−1, 1), q = 1,m, (3.2..3)

где

Kqp(t0, t) = Gqp (gq(t0), gp(t))−

µqp ln

(
bq − aq
2

)
, µqp =

{
1, p = q
0, p 6= q.

Таким образом, мы получили систему СИУ с ло-
гарифмическим ядром на интервале (−1, 1). Суще-
ствует эффективный численный метод решения си-
стем СИУ с ядром Коши (изложенный в пункте

3.1). Сведем систему (3.2.3) к системе уравнений с
ядром Коши.

Продифференцировав (3.2.3) по переменной t0,
получим:

− 1

π

1∫

−1

νq(t)

t− t0

dt√
1− t2

+

1

π

m∑

p=1

1∫

−1

νp(t)
∂

∂t0
(Kqp(t0, t))

dt√
1− t2

=

f ′q (gq(t0)) , t0 ∈ (−1, 1), q = 1,m. (3.2..4)

Из (3.2.4) следует

− 1

π

1∫

−1

ln |t− t0| νq(t)
dt√
1− t2

+

1

π

m∑

p=1

1∫

−1

νp(t)Kqp(t0, t)
dt√
1− t2

=

fq (gq(t0)) + C, t0 ∈ (−1, 1), q = 1,m, (3.2..5)

где C — произвольная константа. Для того чтобы
системы (3.2.3) и (3.2.4) были эквивалентны, требу-
ется, чтобы C = 0. Проинтегрируем систему (3.2.5)
с весом (1− t20)

−1/2 на интервале (−1, 1).
Тогда, учитывая соотношения

1

π

1∫

−1

ln |t− t0|
dt0√
1− t20

= − ln 2,

1

π

1∫

−1

dt0√
1− t20

= 1,

получаем

ln 2

π

1∫

−1

νq(t)
dt√
1− t2

+

1

π

m∑

p=1

1∫

−1


 1
π

1∫

−1

Kqp(t0, t)
dt0√
1− t20


 νp(t)

dt√
1− t2

=

1

π

1∫

−1

fq (gq(t0))
dt0√
1− t20

, q = 1,m. (3.2..6)

Итак, получена система СИУ с ядром Коши
(3.2.4) с дополнительными условиями (3.2.6).

Дискретизация системы проводится по методу
дискретных особенностей [7,8,9]. Действуя так же
как в пункте 3.1, используя (3.1.10), (3.1.11), полу-
чаем СЛАУ:
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− 1

nq

nq∑

k=1

νqk

t
(nq)
k − t

(nq−1)
0j

+

m∑

p=1

1

np

np∑

k=1

∂

∂t0
Kqp

(
t
(nq−1)
0j , t

(nq)
k

)
νpk =

f ′q

(
gq

(
t
(nq−1)
0j

))
, j = 1, nq − 1,

q = 1,m, (3.2..7)

ln 2

nq

nq∑

k=1

νqk +
m∑

p=1

1

np

np∑

k=1

νpk
1

nq
×

nq∑

s=1

Kqp

(
t(nq)
s , t

(np)
k

)
=

1

nq

nq∑

k=1

fq

(
gq

(
t
(nq)
k

))
,

q = 1,m. (3.2..8)

СЛАУ (3.2.7), (3.2.8) содержит
m∑
q=1

nq уравнений

и
m∑
q=1

nq неизвестных функций.

Согласно (2.3.9) и (2.3.10) получаем для случая с
краевыми условиями Дирихле на решетке и экране

c̃−(λ) =
e−γh

2γ

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkpe
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

, (3.2..9)

c̃+(λ) =
(1− e−2γh)

4γ

m∑

k=1

1

nk
×

nk∑

p=1

νkpe
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

, (3.2..10)

Согласно (2.4.7) и (2.4.8) получаем для случая
с краевым условием Дирихле на решетке и импе-
дансным на экране

c̃−(λ) =
e−γh

2γ

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkpe
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

, (3.2..11)

c̃+(λ) =
γ ch γh+B sh γh

2γ(γ +B)eγh

m∑

k=1

1

nk
×

nk∑

p=1

νkpe
−iλgk

(
t
(nk)
p

)

, (3.2..12)

Строгое обоснование приведенного численного
метода с оценками среднеквадратичного отклоне-
ния найденных интерполяционных полиномов от
точных решений даны в работах [7,8], [10].

4. Поле в дальней зоне

4.1. Вычисление поля в дальней

зоне

При анализе "поля в дальней зоне"(kr À 1,

r =
√
y2 + z2, z > 0, y ∈ R) можно избежать гро-

моздких вычислений интеграла (1.1.6).

В полярных координатах представление (1.1.6)
принимает следующий вид:

u+(R,ϕ) =

+∞∫

−∞

c+(λ)eiλR cosϕ−γR sinϕdλ,

0 < ϕ < π, 0 < R ≤ +∞. (4.1..1)

Применяя метод стационарной фазы [11], полу-
чим

u+(R,ϕ) ∼
R→∞

ei(kR−π/4)
√
2π

kR
Φ(ϕ), (4.1..2)

где

Φ(ϕ) = c+(k cosϕ)k sinϕ. (4.1..3)

Для наглядности описания поля в дальней зоне
введена функция Φ(ϕ) — диаграмма направленно-
сти поля. Кроме того, введем следующие обозна-
чения: Φ1(ϕ), Φ2(ϕ), Φ3(ϕ), Φ4(ϕ) — диаграммы
направленности для случаев, рассмотренных, соот-
ветственно, в пунктах 2.1, 2.2, 2.3, 2.4.

Согласно (2.1.18), (2.2.11), (2.3.10), (2.4.8), соот-
ветственно, получаем

Φ1(ϕ) =
1− e2ikh sinϕ

4πi
sinϕ×

∫

L

F (ξ)

(
e−ikξ cosϕ − 1

)

cosϕ
dξ. (4.1..4)

Φ2(ϕ) =
ik sinϕ sh(ikh sinϕ) +B ch(ikh sinϕ)

2πi(B − ik sinϕ)e−ikh sinϕ
×

sinϕ

∫

L

F (ξ)

(
e−ikξ cosϕ − 1

)

cosϕ
dξ. (4.1..5)

Φ3(ϕ) =
e2ikh sinϕ − 1

4πi
×
∫

L

F (ξ)e−ikξ cosϕdξ. (4.1..6)

Φ4(ϕ) =
ik sinϕ ch(ikh sinϕ) +B sh(ikh sinϕ)

2πi(B − ik sinϕ)e−ikh sinϕ
×

∫

L

F (ξ)e−ikξ cosϕdξ. (4.1..7)

Приближенное значение диаграммы направлен-
ности вычисляется при помощи (3.1.10).

Согласно (4.1.4)-(4.1.7) получаем
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Рис. 2. α = 0, m = 4, n = 5 Рис. 3. α = 0, m = 4, n = 10

Рис. 4. α = π/6, m = 16, n = 6 Рис. 5. α = π/6, m = 16, n = 10

Рис. 6. α = π/3, m = 8, n = 4 Рис. 7. α = π/3, m = 8, n = 10

Φ̃1(ϕ) =
1− e2ikh sinϕ

4i
sinϕ×

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkp
e
−ikgk

(
t
(nk)
p

)
cosϕ − 1

cosϕ
(4.1..8)

Φ̃2(ϕ) =
ik sinϕ sh(ikh sinϕ) +B ch(ikh sinϕ)

2i(B − ik sinϕ)e−ikh sinϕ
×

sinϕ
m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkp
e
−ikgk

(
t
(nk)
p

)
cosϕ − 1

cosϕ
. (4.1..9)

Φ̃3(ϕ) =
e2ikh sinϕ−1

4i
×

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkpe
−ikgk

(
t
(nk)
p

)
cosϕ

. (4.1..10)

Φ̃4(ϕ) =
ik sinϕ ch(ikh sinϕ) +B sh(ikh sinϕ)

2i(B − ik sinϕ)e−ikh sinϕ
×

m∑

k=1

1

nk

nk∑

p=1

νkpe
−ikgk

(
t
(nk)
p

)
cosϕ

. (4.1..11)

4.2. Некоторые результаты

численного эксперимента

Был проведен численный эксперимент в широ-
ком диапазоне параметров задачи для предканто-
ровых решеток с числом лент до 32. Приведенные
ниже диаграммы направленности поля относятся
к случаю с краевыми условиями Неймана на ре-
шетке и экране (пункт 2.1). В этом случае имеется
отчетливое преобладание амплитуды рассеянного
поля, обусловленное наличием экрана. Разработан-
ная математическая модель дает устойчивые отно-
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Дифракция плоской монохроматической электромагнитной волны

сительно изменения параметров численные резуль-
таты, что в частности было проверено при kl ∼ 50.
Ниже приведены диаграммы направленности рас-
сеянного поля при l = 6, k = 10, h = 0, 15, m —
количество лент, n — число узлов интерполирова-
ния на каждом интервале множества L.

Автор выражает искреннюю благодарность
Ганделю Ю.В. за внимание к данной работе.
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13 июля 2000 года.
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